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Resumen— Usando la funcion de controlabilidad describi-
mos de manera explicita la solucion del problema de estabi-
lidad en tiempo finito de la familia de sistemas de control no
lineal de la forma: @1 = w, &> = % P,(z1) para |u| < 1
+...+p1:c§+po es un
polinomio real positivo, es decir, un polinomio que toma
valores positivos. En este trabajo encontramos un conjunto
de controles acotados u = u(z1,z2) con |u| < 1 tales que la
trayectoria del sistema i1 = u(x1,22), &2 = 25 P, (1), que
comienza en el punto inicial (z?,zJ termina en el origen en

donde P, (z1) = 23" + pp_122" 72

tiempo finito 7'(2?, z3).

Palabras clave: Sistemas no lineales, control posicional acota-

do, funcion del tipo de Lyapunov.

I. INTRODUCCIN

En el presente trabajo desarrollamos el método de la
Funcién de Controlabilidad introducida en (Korobov, 1979)
para el problema de estabilizacién en tiempo finito del

siguiente sistema
1 = u, |u‘ <1,
L.UQ = l’?PQn(xl)

donde P, (21) := 23" 4 pp_122" 2

siguiente problema:

Hallar un conjunto de controles acotados u = u(x1,2)

con |u| < 1 rales que la trayectoria del sistema i1

w(wy,m2), iy = x3Pan(x1), que comienza en el punto
inicial (29, 29) de R? termina en el origen en tiempo finito
T(29,29). Este problema se dice problema de estabilidad

en tiempo finito o problema de sintesis.

Notemos que la parte lineal del sistema considerado no es
controlable, ademas el sistema (1) no satisface la condicion
Jakubczyk—Respondek—Hunt—Su acerca de sistemas lineali-
zables por retroalimentacién en un punto (Jakubczyk , 1980)
(Hunt, 1981). Tales sistemas singulares han sido estudiados
por Respondek (Respondek, 1986), Celikovsky y Arranda—

Bricaire (Celikovsky, 1999) y Tsinias (Tsinias, 1995).

Es importante notar también que no utilizamos ningin
criterio de controlabilidad al origen, sino obtenemos de
manera constructiva controles posicionales u(x1,z2) que
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2
+ ...+ P17 + Po
es un polinomio real positivo, es decir, un polinomio que
toma valores positivos. En este trabajo damos solucién al

trasladan cada posicién inicial (z9,29) al origen. De esta
manera podemos afirmar que el sistema (1) es globalmente
controlable al origen. Como ejemplo de un sistema andlogo
a (1) pero no controlable citamos el sistema &1 = u, g =
xi (ver (Coron, 2007)).

Cabe mencionar que la funcién de controlabilidad (FC) es
una funcién del tipo de Lyapunov, sin embargo, se distingue
de esta tultima principalmente por las siguientes razones:

a) La FC es aplicable a puntos que no necesariamente
son puntos de equilibrio, mientras que las funciones
de Lyapunov se aplican en una vencidad de un punto
de equilibrio.

b) Permite estabilizar un sistema controlable en tiempo
finito, mientras que las funciones de Lyapunov esta-
bilizan sistemas controlables por retroalimentacién en
tiempo infinito.

II. SOLUCION DEL PROBLEMA DE ESTABILIDAD EN
TIEMPO FINITO

Sea * = (w1,22) € R? De acuerdo al método
de la Funcion de Controlabilidad de V. I. Korobov (ver
(Korobov, 1979), (Korobov—Sklyar, 1990),(Choque Rivero
et al., 2004) y (Choque Rivero , 2009)), vamos a construir
el par (u(x), ©(x)) tal que se satisfagan las condiciones del
teorema fundamental (Korobov, 1979, Teorema 1). Notemos
que en (Choque Rivero, 2009) se resolvié el problema
planteado para P, (z1) = 1.

Mediante R_ denotamos el conjunto de los niimeros
reales negativos. Proponemos el conjunto de controles po-
sicionales:

L o a1x1 agxo
U:= {u(x) | u(z) = o) + 04 (x)
3
azxy n
+@3([L') (po +p137%++pnx% )a

with a1,a9,a3 € R_, 25as + 16aja3 > 0}. 2)

El sistema de controlabilidad ©(x) se determina como la
Unica solucién positiva de la ecuacién

2000 = (DgF Do, x) 3)
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para algin agp > 0y fi2 > 0, donde

[ ahe fi2 . 02 0

Lema 1: Sea que u € U. Entonces existe un vy > 0 tal
que
O(z) < —, &)

donde O(z) es una solucién de la ecuacién (3).

Demostracion: Derivando © en (3) respecto de ¢ en
. B
virtud al sistema (1) con u(z) € U, tenemos © = El

2

donde

2f12 (10321 4+ a2w2) ? 2 (as + ajas) front

By =
! a208 a294
(o + praf 4+ poxt + ...+ pmai™), (6)
2f12 a106x2 + 5&293I1I2 — 4(12(13172
By = ( ! . 2). 7
a29
Sustituyendo
Y11= 110%, Yy 1= 2o, 3
. B
tenemos © = —> donde
By
By i=(Ay,y) — (1 + 29 41
3 - Y,y as @8
2 4 2n
Y Yy Yy
: (Po +Pigs tPgE T +pn@16n> 9)
By :=(By,y) (10)

2
—a? _
con yT = (yh yQ)’ A = < as al) .y

—aq —ao

Q
=

5
2 > Ya que (Ay,y) > 0, (By,y) > 0,
—4&3

1+ % < 0y del hecho que el dltimo factor en (9) es

B:= |4

SY)

|

un polinomio nonegativo, tenemos © < 0. Para obtener (5)
utilizamos los resultados de (Choque Rivero, 2009), mads
precisamente, sea o = CO3z; con C € R. De donde
tenemos,

Kl 20 (11)
@2 @8 (% + 2C — a302)f127

consecuentemente,

2 2a0(az+a1a3)Q2,(0,C)
(Ca2 + al) + (%+20—a302)f12

O——
—ay — 50,20 + 4(120,302

(12)

- ) o 5 A
donde C' := (Z—;+2c+302)m y Q2n = po + p1©°C +
p2OiC? +. . . +p,0%"C?". Ya que parte derecha de (12) es
continua y negativa para C' € R y su limite para C — +00
. —asz . P
es igual a Tas’ existe un ndmero y > 0, tal que para todo
a

) 3
x se satisface (5).
|
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Observacion 1: Utilizando el Teorema 1 de (Korobov,
1979) es posible estimar el tiempo de recorrido desde el
punto (29, 29) hasta el origen:

O((z9, 29
T(x?, xg) < M
. . . ’y
Las siguientes afirmaciones se demuestran de manera

andloga como en (Choque Rivero, 2009).

(13)

Lema 2: Sean que u € U y O(z) es solucién de (3).
Entonces:

D) |u(z) <1
2) O(x) es continua para todo z € R? con ©(0) = 0.
Ademds, la funcién O es diferenciable para x # 0.

El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema 1: Sea u(x) € U y sea O(z) la solucién
positiva de (3) con ag > 0 por el Lema 2.Entonces el par
(u(zx), ©(z)) resuelve el problema de estabilidad en tiempo
finito para el sistema (1).

Demostracion: La demostracion se obtiene verificando
condiciones de Teorema 1 de (Korobov, 1979) dados por los
Lemas 1-2. u

EJEMPLO

Consideremos el sistema iy = u, i9 = x5 (1 + 22) para
|u| < 1, con condicién inicial 29 = 1, 5 = 1. La funcién
de controlabilidad #(z) se determina como solucién de la
ecuacion

2
2a00° — 20220° — 2,220 — % =0
con 2ay = 25,471. En particular para xg = (1, 1), 6(zo) =
0,9408. El control posicional estad dado por

I T2 Zi’

w00 = "5 () T 1000%()  100%(x)

(1 +x%) .

De la relacién y de (12) y (13) el tiempo de recorrido de
(1,1) al origen es T'(xo) < 146. El retrato fase, las graficas
de funcién 6(zx), del control u(z) se pueden obtener del
sistema

s T To xf 2

1= —55(z ~ T0001(z) ~ 106°(7) (1+a%),
iy = 23 (1 + 23). .
0‘ _ 749:506721?9471:‘11047%zlzgesf11—01‘?1297%

)
2095%064»5951952 63+ 2T2

20 =1, 23 =1, §p = 0,9408.

A continuacién presentamos algunas gréficas.
La grifica de las funciones x1(t) y x2(t) estd dada por:
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La gréfica de control u(z(t)) en la trayectoria del sistema
esta dada por:
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La funcién 6(z(t)) en la trayectoria tiene la siguiente
gréfica:
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El retrato fase del sistema desde el punto inicial (1,1)
al origen en virtud al control u(xz) estd dada por:

III. CONCLUSION

En el presente trabajo describimos de manera explicita la
solucién del problema de estabilidad en tiempo finito de la
familia de sistemas de control no lineal (1) con controles
acotados. La particularidad de este sistema estriba en que
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su parte lineal es no controlable. Ademas el método cons-
tructivo de la funcién de controlabilidad permite responder
positivamente al problema de controlabilidad del sistema
dado.

A pesar que el sistema que considera este trabajo no
cuenta con una aplicacién determinada, la importancia del
desarrollo del método de las funciones del tipo de Lya-
punov (funcién de controlabilidad) a sistemas no lineales
es evidente. Notemos que el método mencionado habia
sido aplicado solamente a sistemas de control cuya parte
lineal es controlable con excepcién del trabajo (Choque
Rivero, 2009) y el presente.
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